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Abstract
In this paper we prove the existence and uniqueness of the weak solution of the problem:
−
N∑
i,j=1
(
aij(x)uxi
)
xj
+ F (x, u(x)) = f(x) (P)
defined in a bounded domain Ω ⊂ RN with smooth boundary and f ∈ L2(Ω). In our problem we
assume a Dirichlet boundary condition. With appropriated hypotheses on the nonlinear term F
and the linear operator we prove the existence of a unique u ∈ H10 (Ω) that satisfies the weak
formulation of (P). The proof is based on nonlinear Lax–Milgram’s theorem. Finally we can
prove, under additional hypotheses, that the weak solution is locally H2.
Keywords: Ellipticity, Lipschitz function, strongly monotone operator, weak solution.
MSC(2000): 35B65, 35D05
Resumen
En este trabajo se demuestra un resultado de existencia y unicidad de la solucio´n de´bil del
problema
−
N∑
i,j=1
(
aij(x)uxi
)
xj
+ F (x, u(x)) = f(x) (P)
definido en un conjunto Ω abierto y acotado de RN , con frontera suave, con f ∈ L2(Ω) y
condicio´n de frontera tipo Dirichlet. Bajo hipo´tesis apropiadas sobre el te´rmino no lineal F y el
operador lineal se demuestra la existencia de un u´nico u ∈ H10 (Ω) que es solucio´n de´bil de (P).
La demostracio´n esta´ basada en el Teorema de Lax–Milgram no lineal. Finalmente se demuestra,
bajo hipo´tesis adicionales, que la solucio´n de´bil es localmente H2.
Palabras y frases claves: Elipticidad, funcio´n Lipschitz, operador fuertemente mono´tono,
solucio´n de´bil.
1 Introduccio´n
En este art´ıculo presentamos una aplicacio´n de la teor´ıa de operadores mono´tonos
en Ecuaciones Diferenciales Parciales. Nuestro trabajo consiste justamente en
demostrar la existencia y unicidad de la solucio´n de´bil de
−
N∑
i,j=1
(
aij(x)uxi
)
xj
+ F (x, u(x)) = f(x) (P)
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con hipo´tesis apropiadas sobre el operador lineal y el te´rmino no lineal F ; esto se
probara´ en el Teorema 2. Finalmente, en el Teorema 3 se establecen condiciones
para que la solucio´n de´bil de (P) tenga cierto grado de regularidad local.
Es importante notar que para lograr regularidad local del tipo H2 fue ne-
cesario exigir adicionalmente que la matriz A sea continuamente diferenciable y
que el te´rmino no lineal F , que en principio era bastante general, sea adema´s de
cuadrado integrable.
2 Formulacio´n de´bil
Sea Ω ⊂ RN un conjunto abierto acotado con frontera suave. Dadas f ∈ L2(Ω)
y aij ∈ L∞(Ω), con A(x) = (aij(x)), el problema es encontrar una funcio´n u ∈
H10 (Ω) que satisfaga la ecuacio´n a(u, v) = (f, v) para toda v ∈ H10 (Ω). Donde
a(·, ·) y (·, ·) esta´n definidas por:
a(u, v) =
∫
Ω
{(A(x)∇u(x)) · ∇v(x) + F (x, u(x))v(x)} dx, (1)
y adema´s,
(f, v) =
∫
Ω
f(x)v(x) dx.
Aqu´ı (·, ·) es el producto escalar en L2(Ω). Las hipo´tesis que se imponen sobre
los operadores A(·) y F (·, ·) son las siguientes:
i) (Elipticidad): Existe una constante no negativa b tal que:
ztA(x)z ≥ b ‖z‖2 ,
para todo x ∈ Ω y z ∈ RN .
ii) (Continuidad): F : Ω×R→ R es continua, F (x, ·) es Lipschitz para todo
x fijo y (F (x, s)− F (x, t))(s− t) ≥ 0 para todo x ∈ Ω y todo s, t ∈ R.
Suponemos, adema´s, aij = aji para todo i, j = 1, . . . , N .
Definicio´n 1. Una funcio´n u ∈ H10 (Ω) que satisfaga a(u, v) = (f, v) ∀v ∈ H10 (Ω)
sera´ llamada una solucio´n de´bil de (P).
3 Teorema de existencia y unicidad
Sea u ∈ H10 (Ω) fijo. Probemos que v 7→ a(u, v) es lineal y acotado, y por tanto
continuo. La linealidad es una consecuencia inmediata de la definicio´n de a(·, ·).
De ahora en adelante C designara´ una constante que no es necesariamente la
misma entre un renglo´n y el otro.
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La continuidad de F sobre Ω¯×R implica en particular que la funcio´n g(x) =
F (x, 0) esta´ acotada. Adema´s, de las condiciones sobre F , se deduce el estima-
tivo |F (x, u(x))| ≤ L |u(x)| + |F (x, 0)|, donde L es la constante Lipschitz de F .
Entonces
|a(u, v)| ≤
∫
Ω
|{(A(x)∇u(x)) · ∇v(x) + F (x, u(x))v(x)} dx|
≤
∫
Ω
{‖A(x)∇u(x)‖ ‖∇v(x)‖+ (L |u(x)|+ |F (x, 0)|) |v(x)|} dx (2)
Ahora, ∫
Ω
‖A(x)∇u(x)‖ ‖∇v(x)‖ dx ≤ C ‖u‖H10 (Ω) ‖v‖H10 (Ω) (3)∫
Ω
L |u(x)| |v(x)| dx ≤ C ‖u‖H10 (Ω) ‖v‖H10 (Ω) (4)
∫
Ω
|F (x, 0)| |v(x)| dx ≤ C
∫
Ω
|v(x)|2 dx
1/2 ≤ C ‖v‖H10 (Ω) (5)
Reemplazamos ahora (3), (4) y (5) en (2) y recordamos que u es fijo. Estos
estimativos nos permiten concluir que |a(u, v)| ≤ C ‖v‖H10 (Ω). De aqu´ı que v 7→
a(u, v) es acotada, y por tanto continua.
Haciendo uso del teorema de representacio´n Riesz definamos el operador no
lineal A : X → X ′, con X = H10 (Ω) y X ′ = H−1(Ω) por
〈Au, ·〉 = a(u, ·).
Proposicio´n 1. El operador A es fuertemente mono´tono.
Demostracio´n. A partir de la fo´rmula (1) se tiene que
a(u, u− v)− a(v, u− v) =
∫
Ω
{(
A(x)∇(u(x)− v(x))
)
· ∇(u(x)− v(x))+
(F (x, u(x))− F (x, v(x)))(u(x)− v(x))
}
dx ≥
∫
Ω
b ‖∇(u(x)− v(x))‖2 dx, (6)
y haciendo uso de la desigualdad de Poincare´ hemos probado entonces que
a(u, u− v)− a(v, u− v) ≥ c ‖u(x)− v(x)‖2H10 (Ω) .
O bien, 〈Au−Av, u− v〉 ≥ c ‖u− v‖2H10 (Ω) .
Por lo tanto A es un operador fuertemente mono´tono.
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Proposicio´n 2. El operador A es globalmente Lipschitz.
Demostracio´n. Debemos demostrar que existe una constante B tal que
‖Av −Aw‖H−1(Ω) ≤ B ‖v − w‖H10 (Ω) .
Veamos,
‖Av −Aw‖H−1 = sup‖z‖1,2=1
∣∣〈Av −Aw, z〉∣∣ = sup
‖z‖1,2=1
∣∣〈Av, z〉− 〈Aw, z〉∣∣
= sup
‖z‖1,2=1
∣∣∣∣∣∣
∫
Ω
{
A(x)∇(v − w) · ∇z + (F (x, v)− F (x,w))z} dx
∣∣∣∣∣∣ .
Por la Proposicio´n 1 tenemos que
‖Av −Aw‖H−1
≤ sup
‖z‖1,2=1

∫
Ω
|A(x)∇(v − w) · ∇z| dx+ L ‖v − w‖L2 ‖z‖L2

≤ sup
‖z‖1,2=1
{‖A(x)∇(v − w)‖L2 ‖∇z‖L2 + L ‖v − w‖L2 ‖z‖L2} ,
y por la desigualdad de Poincare´,
‖Av −Aw‖H−1 ≤ B ‖v − w‖1,2 donde B = ma´x{‖aij(x)‖∞ , L}.
Antes de presentar nuestro teorema de existencia y unicidad, enunciaremos
sin demostracio´n el Teorema de Lax–Milgram no lineal. Detalles adicionales sobre
este resultado se encuentran en la referencia ([4, Theo. 2.H]).
Teorema 1. Sean b : X → R un funcional lineal continuo sobre un espacio
de Hilbert real X, a : X × X → R una funcio´n tal que, para cada w ∈ X,
v 7→ a(w, v) representa un funcional lineal continuo sobre X. Supongamos que
existen constantes positivas L y c tal que, para todo u, v, w ∈ X,
c ‖u− v‖2 ≤ a(u, u− v)− a(v, u− v)
y
|a(u,w)− a(v, w)| ≤ L ‖u− v‖ ‖w‖ .
Entonces el problema: Hallar u ∈ X tal que para todo v ∈ X, a(u, v) = b(v) tiene
solucio´n u´nica.
Existencia, unicidad y H2– regularidad 47
Nuestro teorema de existencia y unicidad es entonces:
Teorema 2. Para todo f ∈ L2(Ω), la ecuacio´n a(u, v) = (f, v) tiene solucio´n
u´nica, con a(u, v) y (f, v) definidas en (1).
Demostracio´n. De las Proposiciones 1 y 2 se sigue que el operador A es fuerte-
mente mono´tono y globalmente Lipschitz. Por la inclusio´n de L2(Ω) en H−1(Ω)
es posible aplicar ahora el Teorema de Lax–Milgram no lineal a la ecuacio´n
a(u, v) = (f, v) y as´ı obtener el resultado deseado.
4 H2–regularidad interior
A continuacio´n probamos que, bajo condiciones adicionales en el te´rmino no lineal
F y en los coeficientes aij , la solucio´n de´bil hallada en el Teorema 2 esta´ en
H2loc(Ω).
Teorema 3. Sea u la solucio´n de´bil del problema (P). Si F (·, 0) ∈ L2(Ω) y
aij ∈ C1(Ω) entonces u ∈ H2loc(Ω) y para cada abierto V ⊂⊂ Ω se tiene el
estimativo
‖u‖H2(V ) ≤ C
(
‖f‖L2(Ω) + ‖F (·, 0)‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)
)
, (7)
donde la constante C = C(V,Ω, aij) no depende de u.
Demostracio´n. Para comenzar fijemos algu´n abierto V ⊂⊂ Ω y elijamos ahora un
abierto W tal que V ⊂⊂ W ⊂⊂ Ω. Seleccionamos ahora una funcio´n de prueba
ζ la cual le impondremos la siguientes condiciones:
ζ ≡ 1 en V
ζ ≡ 0 en RN −W
0 ≤ ζ ≤ 1
Como u es solucio´n de´bil de (P), entonces u satisface:
N∑
i,j=1
∫
Ω
aijuxivxj dx =
∫
Ω
f˜v dx (P ) (8)
donde f˜(x) := f(x)− F (x, u(x)).
Procediendo como en Evans [1, §5.8.2] definamos el k-e´simo cociente de di-
ferencias de taman˜o h
Dhku(x) :=
u(x+ hek)− u(x)
h
, k = 1, . . . , N
para cada x ∈ V y h ∈ R con 0 < |h| < dist(V, ∂Ω). Adema´sDhu := (Dh1u, . . . ,Dh1u).
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Para todo k ∈ {1, . . . , N} sustituyamos
v := −D−hk
(
ζ2Dhku
)
(9)
en (P ). Sean
A :=
N∑
i,j=1
∫
Ω
aijuxivxj dx y B :=
∫
Ω
f˜v dx.
A partir de Evans [1, pp. 311-312] tenemos el siguiente estimativo:
|A| ≥ b
2
∫
Ω
ζ2
∥∥∥Dhk∇u∥∥∥2 dx− C ∫
Ω
‖∇u‖2 dx,
donde b es la constante de elipticidad.
Encontraremos ahora un estimativo para B.
Es claro que,
|B| ≤ C
∫
Ω
(|f |+ |F (x, 0)|+ |u|) |v| dx. (10)
Puesto que u ∈ H10 (Ω) el Teorema 2 (i) de Evans [1, §5.8.2] implica que para
cada V ⊂⊂ Ω con 0 < |h| < 12dist(V, ∂Ω) y v dado en (9) se tiene
∫
Ω
|v|2 dx ≤ C
∫
Ω
∥∥∥∇(ζ2Dhku)∥∥∥2 dx

≤ C
∫
W
(∣∣∣Dhku∣∣∣2 + ζ2 ∥∥∥Dhk∇u∥∥∥2) dx
≤ C
∫
Ω
(
‖∇u‖2 + ζ2
∥∥∥Dhk∇u∥∥∥2) dx. (11)
Aplicamos ahora la desigualdad de Cauchy con  ([1, App. B.2]) en (10) y
usando el estimativo (11) obtenemos,
|B| ≤ 
∫
Ω
ζ2
∥∥∥Dhk∇u∥∥∥2 dx+ C
∫
Ω
{
f2 + |F (x, 0)|2 + u2 + ‖∇u‖2
}
dx.
Sea  = b4 . As´ı que:
|B| ≤ b
4
∫
Ω
ζ2
∥∥∥Dhk∇u∥∥∥2 dx+ C ∫
Ω
{
f2 + u2 + |F (x,0)|2 + ‖∇u‖2
}
dx (12)
Existencia, unicidad y H2– regularidad 49
De los estimativos obtenidos para |B|, |A| y (8) se concluye que:
b
2
∫
Ω
ζ2
∥∥∥Dhk∇u∥∥∥2 dx− C ∫
Ω
‖∇u‖2 dx
≤ b
4
∫
Ω
ζ2
∥∥∥Dhk∇u∥∥∥2 dx+ C ∫
Ω
{
f2 + u2 + |F (x,0)|2 + ‖∇u‖2
}
dx.
O bien, reorganizando te´rminos:∫
V
∥∥∥Dhk∇u∥∥∥2 dx ≤ ∫
Ω
ζ2
∥∥∥Dhk∇u∥∥∥2 dx
≤ C
∫
Ω
{
f2 + u2 + |F (x, 0)|2 + ‖∇u‖2
}
dx
≤ C
{
‖f‖2L2(Ω) + ‖u‖2H1(Ω) + ‖F (·, 0)‖2L2(Ω)
}
. (13)
As´ı que
sup
h
∥∥∥Dhk∇u∥∥∥
L2(V )
<∞ (14)
puesto que C no depende de h.
La desigualdad (14) es cierta para k = 1, . . . , N y as´ı∥∥∥Dh∇u∥∥∥
L2(V )
<∞ (15)
Por el Teorema 2 en [1, §5.8.2] se concluye que ∇u ∈ H1loc(Ω) y por tanto
u ∈ H2loc(Ω), con estimativo:
‖u‖H2(V ) ≤ C
(
‖f‖L2(Ω) + ‖u‖H1(Ω) + ‖F (·, 0)‖L2(Ω)
)
, (16)
para alguna constante apropiada C = C(V,Ω, aij).
Para refinar el estimativo (16) notamos que si V ⊂⊂ W ⊂⊂ Ω, entonces los
ca´lculos hechos hasta ahora implican que:
‖u‖H2(V ) ≤ C
(
‖f‖L2(W ) + ‖u‖H1(W ) + ‖F (·, 0)‖L2(W )
)
, (17)
para alguna constante apropiada C.
Se escoge ahora una nueva funcio´n de prueba, llamada de nuevo ζ, la cual
satisface las condiciones: 
ζ ≡ 1 enW
supp ζ ⊂ Ω
0 ≤ ζ ≤ 1
50 J. Duque y G. Loaiza
Reemplazamos ahora v = ζ2u en (P ) y obtenemos,
N∑
i,j=1
∫
Ω
aijuxi(ζ
2u)xj dx =
N∑
i,j=1
∫
Ω
aijuxi
(
2ζζxju+ ζ
2uxj
)
=
N∑
i,j=1
∫
Ω
2aijuxiζζxju dx+
N∑
i,j=1
∫
Ω
aijuxiζ
2uxj := A1 +A2.
Por la condicio´n de elipticidad,
A2 =
∫
Ω
N∑
i,j=1
aijuxiζ
2uxj dx ≥ b
∫
Ω
ζ2 ‖∇u‖2 dx.
Y por la acotacio´n de ζxj se tiene,
|A1| ≤ C
∫
Ω
ζ ‖∇u‖ |u| dx
y por la desigualdad de Cauchy con :
|A1| ≤ 
∫
Ω
ζ2 ‖∇u‖2 dx+ C

∫
W
u2 dx.
Como antes, se toma  = b/2 y se obtiene
|A| ≥ A2 − |A1| ≥ b
∫
Ω
ζ2 ‖∇u‖2 dx− b
2
∫
Ω
ζ2 ‖∇u‖2 dx− C
∫
Ω
u2 dx
=
b
2
∫
Ω
ζ2 ‖∇u‖2 dx− C
∫
Ω
u2 dx.
Realizaremos ahora el estimativo para B con v = ζ2u.
De la desigualdad de Cauchy con  se sigue que
|B| ≤ 
∫
Ω
ζ2u2 dx+
C

∫
Ω
(
f2 + |F (·, 0)|2 + u2
)
dx.
Esto es,
|B| ≤ C
∫
Ω
(
f2 + |F (·, 0)|2 + u2
)
dx.
Ponemos juntos los estimativos para |A| y |B|, y conclu´ımos que∫
W
ζ2 ‖∇u‖2 dx ≤ C
∫
Ω
(
f2 + |F (·, 0)|2 + u2
)
dx.
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Por lo tanto,
‖u‖H1(W ) ≤ C
(
‖f‖L2(Ω) + ‖F (·, 0)‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)
)
. (18)
Finalmente (18) y (17) implican que:
‖u‖H2(V ) ≤ C
(
‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω) + ‖F (·, 0)‖L2(Ω)
)
,
el cual es el estimativo deseado.
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